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Ebene Kurven und Zykloiden
1. Ebene Kurven

Bisher wurden bei den Schiilerinnen und Schiilern reelle Funktionen in einer Variablen behandelt.
Eine reelle Funktion f ordnet jedem x, das in einem Definitionsbereich D C R der Funktion gegeben
ist, genau ein Bild y = f(z) € R zu: 2 — f(z) =y

Es wird kurz fiir die Funktion f die Funktionsvorschrift y = f(x), © € D, geschrieben. Oft ist es
vorteilhaft, zwischen dem Objekt Funktion f : D — R und der reellen Zahl f(x) zu unterscheiden.

Zur graphischen Veranschaulichung stellt man eine Funktion f durch ihr Schaubild in einem Achsen-
kreuz mit Ursprung O, horizontaler z-Achse und vertikaler y-Achse dar. Fiir die Punkte P auf dem
Schaubild von f wird die sogenannte Koordinatendarstellung P(x| f(z)), x € D, eingefiihrt. Um
einen Punkt Py(zo | f(z0)) bei gegebenem Koordinatensystem einzumessen, muss man (vorzeichen-
behaftet) x Einheiten von O aus auf der z-Achse abtragen und dann von dort parallel zur y-Achse
(vorzeichenbehaftet) f(x) abtragen.

Punkt Py(zo | f(x0))

Durch Funktionsschaubilder lassen sich aber nicht alle ebenen Kurven darstellen. Ein Kreis ist z.B.
kein Funktionsschaubild, da es ein z( gibt, dem zwei Kreispunkte P;(zq | yo) und Ps(xo | —yo) zuge-
ordnet werden miissen, um den Kreis vollstindig darzustellen.

Yo P(zo | yo)

—0 P(zo | —10)




Deshalb sind Funktionsschaubilder spezielle ebene Kurven, aber nicht jede ebene Kurve kann (als
Ganzes) durch eine Funktion dargestellt werden. Daher bendtigt man eine allgemeinere Beschreibung
ebener Kurven als Erweiterung von y = f(z).

Am besten stellt man sich eine ebene Kurve als Bahnkurve (Spur) eines Teilchens in Abhingigkeit
von der Zeit ¢ vor. Bei einem Schaubild einer Funktion f wird die z-Achse dann als Zeitachse (t-
Achse) angesehen. Das Teilchen ist zur Zeit ¢ = = dann am Ort (¢ | f(¢)). Die Zeitachse wird dabei
von links nach rechts linear in ¢ durchgegangen und zu jedem ¢ das f(¢) ermittelt und dann (¢ | f(t))
als Schaubildpunkt in die Ebene eingezeichnet.

Man nennt die Zuordnung ¢ — ( t >) , t € D, eine Parameterdarstellung des Funktionsschau-

f(t

bilds von f. Die Schreibweise o
f (o

einen Pfeil mit Beginn am Ursprung des Koordinatensystems zu dem Punkt Py(to | f(to)) dargestellt
wird. Dieser Pfeil wird Ortsvektor des Punkts P, genannt. Ortsvektoren werden z.B. mit & bezeichnet.

)> fiir ein ¢t = ¢, ist ein Zweiervektor, der geometrisch durch

Fo f Fo(to| f(to)),

f(to) e . y
: gegeben durch den Ortsvektor ( 0 )
f(to)
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Diese Darstellung lédsst sich auf beliebige ebene Kurven verallgemeinern.

Definition:
Eine Parameterdarstellung bzw. eine Parametrisierung einer ebenen Kurve c ist eine Abbildung 7,

die (der Zeit) t € D den von t abhingigen Zweiervektor #(t) = <$(t)) zuordnet.

y(t)
Kurz: 7 : ¢+ (zg;) oder Z(t) = (";(t)) ,teD

x(t) heibt die x-Koordinate, y(t) die y-Koordinate (zur Zeit t) der Parameterdarstellung.

Zu jeder Stelle t € D ist durch den Ortsvektor (58 ) ein Kurvenpunkt P(x(t) |y(t)) der Kurve
c gegeben, den Ort des Teilchens auf seiner Bahnkurve ¢ zur Zeit ¢. Ein Punkt Py(z (o) | y(t)) von
¢ wird in ein Koordinatensystem mit z- und y-Achse wie folgt eingetragen: Mit ¢, wird z (o), y(to)
berechnet, dann werden z(ty) Einheiten (vorzeichenbehaftet) auf der z-Achse abgetragen und dann
anschlieBend parallel zur y-Achse (vorzeichenbehaftet) y(y) Einheiten abgetragen. Der Endpunkt ist

der gesuchte Punkt F.



Y(to) oo ; c Po(z(to) | y(to)),

gegeben durch den Ortsvektor Z(ty) = (;goi)
0

Durch die Funktion ¢ — z(t) ist nicht nur ein lineares Durchgehen der z-Achse von links nach rechts
fiir ansteigendes ¢ moglich, sondern ein beliebiges Durchlaufen von Teilen der x-Achse auch z.B.
von rechts nach links. Dies ermdglicht die Darstellung ebener Kurven, die allgemeiner als Funktions-
schaubilder sind.

Beispiel: Parametrisierung eines Kreises mit Radius  mit Mittelpunkt am Ursprung O:

Zu einem Kreispunkt P auf dem Kreis mit Radius r gehort ein Winkel ¢, angegeben z.B. im Gradma@.
(t 1st also nicht notwendig eine Zeitangabe.)

Betrachtet man das rechtwinklige Dreieck (in der Abbildung in rot) mit Hypotenusenlidnge r, so erhilt

man
Ankathete x(t) Gegenkathete |
S _

_— = C s
Hypotenuse r Hypotenuse r

Die z-Koordinate von P ist somit x(t) = r cos(t), die y-Koordinate von P lautet y(¢) = rsin(t).

7 cos(t)

Somit ist die Parameterdarstellung des Kreises Z(t) = <x(t)> = (7“ sin(t)

) fiir t € [0,360°).

Wenn der Kreis mit Radius 7 in der Ebene verschoben wird mit dem neuen Mittelpunkt M (¢ | yo),
so ist die Parameterdarstellung des Kreises



xo + 7 cos(t)

#(t) = (”Z’Eg) = (y0+rsin(t)) .t €[0,360°.

Graphisch sieht man dies wie folgt fiir einen Kurvenpunkt P mit dem Ortsvektor <28> .

yo + 7sin(t) i o __
rsin(t)
: [
t — _—

Yo fmmmmmm - - - - z

o + 7 cos(t)

2. (Gewohnliche) Zykloide

Ein Rad (Kreisscheibe) vom Radius > 0 in der zy-Ebene rollt gleichmifig (ohne zu gleiten) nach
rechts die xz-Achse entlang. Die durch einen Punkt P auf dem Umfang des Kreises beschriebene
Kurve heil3t (gewohnliche) Zykloide.

Im folgenden Bild ist in rot die Zykloide und die Startposition des Rads links sowie vier weitere
Positionen des Rads (in blau) zu verschiedenen Zeitpunkten gezeichnet.

Y
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Das Koordinatensystem ist so gewihlt, dass der Punkt P zur Zeit ¢ = 0 im Ursprung liegt. Der Zeit-
Parameter ¢ sei als Winkel angegeben. Den fiinf Positionen des Rads im Bild ist von links nach rechts
t=0°t=90°t=180°1t = 270°,¢t = 360° zugeordnet.

Gesucht ist die Parametrisierung Z(t), ¢ € R, der Zykloide in der zy-Ebene.

Zu beachten ist dabei die gleichformige geradlinige Bewegung des Radmittelpunkts A/, die sich mit
einer Drehbewegung im Uhrzeigersinn mit Winkel ¢ von P relativ zu M iiberlagert (mittels Addition).



e Wir betrachten zuerst allein die Bewegung von M :
Die Bewegung des Kreismittelpunkts M lduft auf einer Parallelen zur x-Achse im Abstand r, somit
ist yps () = r fiir alle .

t=0 =90°  t=180° t=270°  t=360°
Y
P
7
M M _
e o2 y=r
\¢] N N Nt
r
[ - T
P P

Die Strecke s, die das Rad in x-Richtung zuriickgelegt hat, ist die Strecke auf dem Radumfang, auf
der das Rad gerollt ist, da das Rad nicht gleitet. s ist die Bogenlidnge des zugehorigen Kreisbogens
zum Mittelpunktswinkel ¢.

Im obigen Bild ist die Strecke s fiir £ = 90° in griin, die Strecke fiir ¢ = 180° in magenta, fiir ¢ = 270°
in orange und die Strecke s fiir £ = 360° in blau angegeben.

Die Strecke s berechnet sich so, dass man s zum Winkel ¢ ins Verhiltnis mit dem gesamten Kreisum-
fang 27r zum zugehorigen Winkel 360° setzt (m Kreiszahl).

S 2rr T
- = — s =—1t
t 360 180

Somitist xy(t) = s = " ¢ und xp(0) =0.

Eine Parameterdarstellung der Bewegung von M lautet daher:

Fur(t) = (%8) - <17;‘_:t> teR.

Esist Zy(0) = <O> . T (360) = (27;7’) _ (Krelsumfang) '

T r



e Nun betrachten wir die Drehbewegung von P relativ zu M:

t=0 t=90° t = 180° t=270° t = 360°

Yy

P P

Relativ zu M findet eine Drehbewegung von P um M im Uhrzeigersinn statt ausgehend von der
unteren Position.

Am besten erkennt man dies, indem man alle Lagen von M bei verschiedenem ¢ in den Ursprung
zusammenschiebt und zuerst den Ortsvektor von P in diesem Koordinatensystem bestimmt.

Wenn man das rote rechtwinklige Dreieck im rechten oberen Bild betrachtet, so lassen sich die Koor-
dinaten von P ablesen: P(—rsin(t)| — rcos(t)).

e o [ —rsin(t) N (0
Der Ortsvektor von P zur Zeit t ist Zyp(t) = (—r Cos(t)) mit Zyp(0) = (—7") :

e Die gesamte Bewegung von P ist nun gegeben durch jeweils die Summe der x- bzw. der y-

Koordinaten wegen der Uberlagerung der Bewegung von M und der Bewegung von P relativ zu
M.
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zo —rsin(t) xo =

T
180 t

Somit erhilt man:
Tgg t + (—=rsin(t)) Te5 t — rsin(t)

(8) = Zu(t) + Zup(t) = ( "+ (—r cos(t)) ) = (lr—rcos(t) )  tER.

Dies ist die Parametrisierung der (gewohnlichen) Zykloide mit einem Kreis vom Radius r fiir ¢ € R.
Die gewohnliche Zykloide weist Spitzen auf an den Stellen ¢ = 360° - £ mit k € Z.

8y

Wird der Punkt P radial ins Innere des Rades verschoben, dann ist seine Bahnkurve beim Abrollen
des Rads eine verkiirzte Zykloide. Sei der Radius des Rads weiterhin mit r bezeichnet und bezeichne
R den Abstand von P zum Radmittelpunkt M.

Y

Die Parametrisierung der verkiirzten Zykloiden lésst sich einfach erhalten, indem man bei der Bewe-
gung von P relativ zu M den Radius r durch den Abstand R ersetzt:

. It — Rsin(t)
— (180
) = ( r — Rcos(t) ) tER,

mit B < r.

Wird der Punkt P radial ins AuBere des Rads verschoben (z.B. befestigt an einem radialen Stab), dann
ist seine Bahnkurve beim Abrollen des Rads eine verldingerte Zykloide. r ist wieder der Kreisradius
und R der Abstand von P zu M.



Die Parametrisierung der verldngerten Zykloide ist analog

. Lt — Rsin(t)
— (180
() = ( r — Rcos(t) ) tER,

aber nun mit B > r.

3. Verallgemeinerungen der Zykloide

Prinzipiell kann man nun den Kreis lings einer beliebigen glatten Kurve rollen lassen. Wir betrachten
hier lediglich die klassischen Verallgemeinerungen zur Epi- und Hypozykloiden.

Epizykloiden:

Es rollt der Kreis £ mit Radius r aufjen auf einem Kreis x mit Radius p. Der Punkt P kann sich
auf dem Kreisumfang von k (gewdhnliche Epizykloide), innerhalb von k (verkiirzte Epizykloide) oder
auflerhalb von k befinden (verlingerte Epizykloide).

(gewohnliche) Epizykloide verkiirzte Epizykloide verlingerte Epizykloide
t=0
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Herleitung der Parametrisierung der gewdhnlichen Epizykloiden:

e Bewegung von M: M bewegt sich auf einem Kreis mit Radius p + r mit dem Uhrzeigersinn
beginnend bei der oberen Position. Der Winkel ¢ sei der Winkel zwischen der y-Achse und dem
Radialstrahl zum momentanen Beriihrpunkt der beiden Kreise.

Daher lautet die Parametrisierung der Bewegung von M %y, (t) = (

(p+r) sin(t)>
(o+ 7 cos(t))

e Bewegung von P relativ zu M:

Der Winkel von P an M von der Vertikalen bis zum Radialstrahl von P ist ¢ 4+ «, s. obiges Bild. Die
Bewegung des Punkts P relativ zu M ist eine Drehung mit dem Winkel ¢ 4+ « im Uhrzeigersinn von
der unteren Position ausgehend (¢ = 0).

AuBerdem ist die Bogenlidnge s auf dem Kreis « (wie bei der gewohnlichen Zykloide) einerseits
gegeben durch s = 72 ¢, dies ist auch die Kreisbogenldnge auf dem Kreis k, zu der der Winkel «

180

gehort, da k auf x rollt ohne zu gleiten. Daher ist andererseits s = 75 a. Nach Gleichsetzen der

Formeln fiir s ldsst sich a in Abhiingigkeit von ¢ ausdriicken: o = 180 . 72+ —

™
ar 180 .

RS

Damitist ¢+« =t + 2t = (1 + 2)¢. Somit ist die Bewegung von P relativ zu M

B —rsin(t + a) —rsin((1 + 2)t)
TMP =y cos(t +a)) —
—rcos((1+ 2)t)
Die trigonometrischen Funktionen ergeben sich aus dhnlichen Betrachtungen wie bei der gewohnlichen
Zykloide.
e Die gesamte Bewegung von P ldsst sich nun angeben durch
(p+r)sin(t) — rsin((1+ £)t)
Z(t) =Ty (t) + Zup(t) = , teR.
(p+r)cos(t) — rcos((1+ 2)t)

Dies ist die Parametrisierung der (gewohnlichen) Epizykloide.



Die verkiirzte Epizykloide, bei der der Abstand von P zu M R ist, hat die Parametrisierung
(p+r)sin(t) — Rsin((1 + £)t)
Z(t) = , teR,
(p+1r)cos(t) — Rcos((1+ 2)t)
mit R < r.

Die verldangerte Epizykloide, bei der der Abstand von P zu M ebenfalls mit R bezeichnet wird, hat
die Parametrisierung

((p +r)sin(t) — Rsin((1 + ’f)t))
(t) = , teR,
(p 1) cos(t) — Reos((1 + 2)t)

mit R > r.
Hierbei wurde jeweils bei der Bewegung von P relativ zu M der Radius r durch den Abstand 2 von
P zu M ersetzt.

Hypozykloiden:

Es rollt der Kreis k£ mit Radius r innen auf einem Kreis x mit Radius p. Der Punkt P kann sich auf
dem Kreisumfang von k (gewdhnliche Hypozykloide), innerhalb von k (verkiirzte Hypozykloide) oder
auBerhalb von £ befinden (verlingerte Hypozykloide).

(gewohnliche) Hypozykloide verkiirzte Hypozykloide verlidngerte Hypozykloide

yP Y

Herleitung der Parametrisierung der gewohnlichen Hypozykloiden:

e Bewegung von M: M bewegt sich auf einem Kreis mit Radius p — r mit dem Uhrzeigersinn
beginnend bei der oberen Position. Der Winkel ¢ sei der Winkel zwischen der y-Achse und dem
Radialstrahl zum momentanen Beriihrpunkt der beiden Kreise.

10
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Daher lautet die Parametrisierung der Bewegung von M 7, (t) = (((5 : ::)) Z;I;((g) .

e Bewegung von P relativ zu M:

Der Winkel von P an M von der Vertikalen bis zum Radialstrahl von P sei «, s. obiges Bild. Die
Drehung von P relativ zu M geschieht gegen den Uhrzeigersinn mit dem Winkel «.

Die Bogenlidnge s auf dem Kreis « ist (wie bei der gewohnlichen Zykloide) einerseits gegeben durch
s = {5 t. Dies ist auch die Kreisbogenlinge auf dem Kreis k, zu der der Winkel ¢ + o gehort, da
k auf k rollt, ohne zu gleiten. Zu beachten ist dabei, dass o und ¢ fiir die Angabe von s gleiches
Vorzeichen haben, obwohl a im Laufe der Bewegung gegen den Uhrzeigersinn anwéchst und ¢ im
Uhrzeigersinn. Daher ist andererseits s = {35 (a+1) . Nach Gleichsetzen der Formeln fiir s l4sst sich
« in Abhiéngigkeit von ¢ ausdriicken:

Tt =15 (a+t) <= pt=rat+rt <= a="t=(2-1)t.

—rsi —rsin((2 —-1)t
Somit ist die Bewegung von P relativ zu M &y p(t) = ( TZZISIE(OZO;)) = ( (<(<pr 1))t))) .
rcos((2 —

Die trigonometrischen Funktionen ergeben sich aus dhnlichen Betrachtungen wie bei der gewohnlichen
Zykloide, indem man beriicksichtigt, dass P sich von der oberen Position (f = 0) entgegen des Uhr-
zeigersinns bewegt.

e Die gesamte Bewegung von P ldsst sich nun angeben durch

(p— r)sin(t) - rsin((£ - 1”)) feR.

T(t) = Tu(t) + Tup(t) = ((p — 1) cos(t) +rcos((2 —1)t)

Dies ist die Parametrisierung der (gewohnlichen) Hypozykloide.
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Die verkiirzte Hypozykloide, bei der der Abstand von P zu M R ist, hat die Parametrisierung

((p —7)sin(t) — Rsin((2 — 1)t)> teR
(p—1r)cos(t) + Recos((2 —1)t)

mit B < r.

Die verlidngerte Hypozykloide, bei der der Abstand von P zu M ebenfalls mit R bezeichnet wird, hat

die Parametrisierung
#(t) = ((p —r)sin(t) — Rsin((2 — 1)t)> leR.
(p—r1)cos(t) + Rcos((2 —1)t)

mit R > 7.
Hierbei wurde jeweils bei der Bewegung von P relativ zu M der Radius r durch den Abstand 2 von
P zu M ersetzt.

4. Behandlung des Themas im Unterricht

1. Zeichnen von Kurven mit Hilfe von Kunststoffzahnridern:
Es sind verschiedentlich Spielzeuge im Handel, mit deren Hilfe Zykloiden gezeichnet werden
konnen. Das Spielzeug besteht aus mehreren gezdhnten Kunststoffschienen, -kreisringen und
sowie Zahnriadern verschiedener Grof3en mit Lochern im Innern, in die man Stifte stecken kann,
um eine Zykloide zu zeichnen.

Das Zeichnen von Kurven mit solchen Zahnridern kann eine Einfiihrung in das Thema ,,Zy-
kloiden* bieten.

Jede/r Schiiler/in soll mit Hilfe der Zahnrader moglichst viele Kurven verschiedenster Gestalten
zeichnen.

» Vorgabe fiir eine/n Schiiler/in: Gerade gezdhnte Schiene und Zahnrad
Dies fiihrt zu verkiirzten Zykloiden.

» Vorgabe fiir eine/n andere/n Schiiler/in: Zwei Zahnrider, eines wird als fest gewdhlt, das
andere wird darum herum bewegt.
Dies fiihrt zu verkiirzten Epizykloiden.

» Vorgabe fiir eine/n andere/n Schiiler/in: Gezihnter Kreisring und Zahnrad, das innerhalb
des festen Kreisrings lduft.
Dies fiihrt zu verkiirzten Hypozykloiden.

Beantwortet werden sollen die folgenden Fragen:

Wie wirkt sich die GroBe des bewegten Zahnrads auf die Gestalt der Kurve aus?

Wie wirkt sich die Position des Stifts auf die Gestalt der Kurve aus (wenn der Stift in der
Néihe des Mittelpunkts des bewegten Zahnrads oder weiter weg vom Mittelpunkt des Zahnrads
positioniert wird) ?

Falls keine realen Zahnrader zur Verfiigung stehen, konnen auch virtuell am Computer Zy-
kloiden gezeichnet werden. Dazu eignet sich insbesondere die auf einer Webseite benutzbare
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Software Inspirograph [5]. Es konnen damit verkiirzte Zykloiden, Epi- und Hypozykloiden her-
gestellt werden. Dazu konnen jeweils die Anzahl der Zihne der Zahnridder und die Stiftfarbe
gewihlt werden, sowie die gezeichnete Kurve als jpg downgeloadet werden.

(Das Verhiltnis der Zdhneanzahlen ist rational, so dass immer geschlossene Kurven entstehen.)

2. Aufnahme der Daten bei Epi-/Hypozykloiden:
Die Schiiler/innen konnen beim Ausprobieren verschiedener Kreisradien eine Tabelle fiihren
tiber die Radien des bewegten und des festen Kreises und ihr Verhéltnis sowie die zugehdrigen
Umdrehungs- und Umrundungszahlen. Die Schiiler/innen kénnen hier untersuchen, wie sich
die Wahl der Radien bzw. das Verhiltnis der Radien auf die Gestalt der Kurve auswirkt im Be-
zug auf Eigen-Umdrehungen des bewegten Kreises und Umrundungen des festen Kreises, bis
die Kurve eine geschlossene ist.
Oder in Inspirograph [5]: Die Schiiler/innen konnen statt der Kreisradien die (nicht zu grof3e)
Anzahl der Zdhne pro Zahnrad, die Anzahl der Eigen-Umdrehungen des bewegten Zahnrads
und die Anzahl der Umrundungen des festen Zahnrads betrachten. Die Ergebnisse konnen dann
im Plenum verglichen und diskutiert werden. Wie ist die Anzahl der Eigen-Umdrehungen/ Um-
rundungen von der Anzahl der Zihne abhéngig?

3. Theoretische Behandlung des Stoffs:
Es werden ebene Kurven und deren Parametrisierung behandelt, sowie Kreise und Zykloiden,
wie in den obigen Abschnitten 1 bis 3 angegeben.

4. Abschlieffend Verallgemeinerung mit mehreren Kreisen:
Die Schiiler/innen konnen spielerisch online mit mehr als zwei Kreisen experimentieren und
,»wilde* Kurven erzeugen. Dazu eignet sich die ebenfalls im Browser-Fenster aufrufbare Soft-
ware [6]. Es lassen sich Kreise hinzunehmen, entweder innen (Position h) oder auflen (Position
e) und auch wieder 16schen. Da lediglich Kreise wihlbar sind, die aufeinander abrollen, entste-
hen somit Verallgemeinerungen von Epi- und Hypozykloiden.

Unterstiitzende Software:

Neben den bereits erwihnten Online-Tools [5] und [6] kann man auch in den Geometrie-Software-
Paketen Cinderella [8], EUKLID Dynageo [10] und GeoGebra [11] Zykloiden selber konstruieren
und deren Verlauf studieren oder online schon mit Hilfe der Software-Pakete vorgefertigte Animatio-
nen ablaufen lassen. Zum Beispiel:

Cinderella:
Eine Animation fiir Zykloiden mit Cinderella programmiert findet sich in [9]. Es lassen sich iiber
Schieberegler die Zeit ¢ und der Abstand des Punktes vom Kreismittelpunkt verindern.

GeoGebra:
Auf der Webseite [12] gibt es eine Animation der Zykloiden. Man kann mit Schiebereglern den Radius
des abrollenden Kreises, den Abstand vom Punkt zum Kreismittelpunkt sowie den Winkel ¢ variieren.
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Holzapfel, Michael: https://www.geogebra.org/m/Vjp9xEKc, Zugriff am 14.02.2021

Haftungsausschluss:

Der Autor tibernimmt keine Haftung fiir Schidden, die durch den Aufruf der genannten Webseiten und die Installation

der genannten Software entstehen. Der Download von Dateien und Computerprogrammen von den genannten Websites

erfolgt auf eigene Gefahr. Eine Haftung fiir Schiden oder Beeintrachtigungen durch Computerviren wird ausgeschlossen.

6. Aufgaben zu ebenen Kurven und Zykloiden

1.

Herstellen von Parametrisierungen ebener Kurven:
Gib jeweils eine Parametrisierung des Schaubilds der folgenden Funktion als ebene Kurve an
und zeichne die Kurve.

a) f(x)=2* b) fla)=(2—-2%*+3 ¢ fla)=Vr,z>0
Gib fiir die Funktionsschaubilder jeweils andere Parametrisierungen an als die obigen gefunde-
nen.
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https://home.ph-freiburg.de/deisslerfr/spiralen-06-07.htm
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https://www.geogebra.org/m/Vjp9xEKc

2. Eine Polarkoordinatendarstellung ebener Kurven:
Nun wird die Parametrisierung eines Kreises mit Radius 7, z.B. Z(t) = <: 228))) verallge-
meinert. Der Kreis wird durch die Drehung einer Radiusstrecke der konstanten Lénge » um den
Ursprung erzeugt. Der Drehwinkel ist wieder mit ¢ bezeichnet.
Nun soll eine ebene Kurve ¢ parametrisiert werden, indem die Radienldnge vom Drehwinkel ¢
abhingt: Es entsteht die Zuordnung ¢ — r(t) . Damit r eine Funktion ist, darf ein Radialstrahl
(Halbgerade) vom Ursprung aus ¢ hochstens einmal schneiden.

Y Y

r 18t eine Funktion. r 18t hier keine Funktion.

Welche Parametrisierung entsteht fiir die Kurve c?

3. Parametrisierungen von Spiralkurven:

a) Arithmetische Spirale:
Gegeben ist das folgende Bild einer Spiralkurve. Finde die Funktion r mit 7(0) = 0
aus Aufgabe 2 fiir diese Kurve heraus, indem Du zu gegebenem Winkel ¢ den Radius
r(t) > 0 misst und Deine Messwerte von 7(t) in ein Achsenkreuz mit horizontaler ¢-
Achse eintrigst.

Ny
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b) Logarithmische Spirale:
Gegeben ist die Funktion r wie in Aufgabe 2 mit r(t) = €' fiir ¢ € R. Wie lautet die
Parametrisierung der ebenen Kurve? Zeichne diese Kurve. Wie unterscheidet sie sich von
der arithmetischen Spirale aus a) ?

4. Gewohnliche Zykloide, aus [3]
Zeichne eine Zykloide, indem das Intervall [0, 27r7] auf der horizontalen Achse in z.B. 18 glei-
che Teile geteilt wird. Da das Intervall [0, 27| einer Umrundung des Rads mit Radius r ent-
spricht, lauten die entsprechenden Winkel 0°, %O = 20°,2-20° = 40°,60°, usw.
Uberlege, an welcher Stelle der horizontalen Achse welche Winkel jeweils eingezeichnet wer-

den miissen.

5. Strecke:
Gegeben ist eine (gewohnliche) Hypozykloide mit dem Radienverhiltnis 2 =2 .
Uberpriife, dass der Punkt P eine Strecke der Linge 2p durchfihrt. Wie lautet die Parametri-
sierung der Strecke?
Mit solchen zwei Kreisen ldsst sich eine K:reisbewegung in eine geradlinige Bewegung iiberfiihren.
Man nennt die beiden Kreise auch Cardanische Kreise nach G. Cardano, 1501-1576.

(Quelle: MichaelFrey (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gear_mechanism_creating_a_straight_line.gif), ,,Ge-
ar mechanism creating a straight line, Farbidnderung, https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode)

6. Ellipse:
Gegeben ist eine verkiirzte Hypozykloide mit dem Radienverhiltnis £ =2 .
Wie lautet die Parametrisierung dieser Kurve?
Wie sieht die Kurve aus?

7. Astroide:
Gegeben ist eine (gewohnliche) Hypozykloide mit dem Radienverhiltnis 2 = 4 .
(Der Umfang des kleineren bewegten Kreises ist nur ein Viertel so lang wie der Umfang des
festen Kreises.)

Wie lautet die Parametrisierung dieser Kurve? Wie sieht die Kurve aus?

8. Kardioide und Nephroide:
Gegeben ist eine (gewohnliche) Epizykloide mit dem Radienverhéltnis

a) =1

(Die Umfénge der Kreise sind gleich.)
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b) £=2.
(Der Umfang des aullen beweglichen Kreises ist halb so gro3 wie der des festen Kreises.)

Wie lautet die Parametrisierung dieser Kurve? Wie sieht die Kurve aus?

9. Geschlossenheit:
Ist eine Epi- oder Hypozykloide immer eine geschlossene Kurve?

7. Losungen zu den Aufgaben aus Abschnitt 6

1. a) f(z)=2? Parametrisierung #(t) = (tt2> , teR.

Da mit ¢ auch #3 iiber alle reellen Zahlen l4uft, ist eine andere Parametrisierung z.B.
. t3
t

b) f(z) = (x — 2)* + 3, Parametrisierung Z(t) = ((t _oe g 3) , teR.
Wie bei a) kann man eine weitere Parametrisierung mit ¢ statt ¢ angeben:

t3

Z(t) = ((tg _2)2+3) , teR.
¢) f(z) =+/x, x > 0, Parametrisierung Z(t) = (\%) , t>0.

t > 0 kann z.B. durch t? > 0 fiir ¢t € R ersetzt werden, die neue Parametrisierung lautet

(t) = (\;;) - <"f|> L LER.

a) b) c)

2. Die Parametrisierung lautet Z(t) = (r(t) sm(t)) , teR.

3. a) Die Radialfunktion der arithmetischen Spirale ist von der Form r(t) = at + b mit reellen
Zahlen a, b. (r(t) mit zwei Nachkommastellen angegeben.)

17



Messen der vom Winkel ¢ abhingigen Radialstrecken 7(¢) z.B. in 45°-Schritten im Bild in
der Aufgabe ergibt inkl. Messfehler eine Wertetabelle, die wie folgt aussehen konnte.

tinGrad | 45 90 135 180 225 270 305 360 405 450 495
r(f)incm | 033 045 0,58 0,74 09 104 1,09 133 148 16 1,73
tinGrad | 540 585 630 675 720 765 810 855 900 945 990
r(f)incm | 19 2,05 22 232 24 263 277 293 308 32 338
tin Grad | 1035 1080 1035 1080
r(f)incm | 3,5 3,68 3,5 3,68

In ein Achsenkreuz eingezeichnet, erhilt man eine Punktekette:

r(t)

t

Aus den Punkten ist ein linearer Zusammenhang sichtbar. Die Ursprungsgerade, die diesen
Zusammenhang darstellt, konnte y = %x sein (rote Gerade im Bild). Deshalb konnte
r(t) = Lt gesetzt werden. Die Polarkoordinatendarstellung der arithmetischen Spirale ist

3

mit diesem 7(¢)

b) Die logarithmische Spirale ist gegeben durch die Parametrisierung Z(t) = <

teR.

Lo [ stsin®))
Z(t) = (%t cos(t)) fir t > 0.

et Cos(t)) ’

e’ sin(t)

Y

Unterschied logarithmische Spirale/arithmetische Spirale:

Die logarithmische Spirale hat die Form eines Schneckenhauses, die arithmetische Spira-
le hat z.B. die Form eines aufgerollten Teppichs. Ein Teppich ist iiberall gleich dick und
deshalb sind aufeinanderfolgende Kurventeile einer arithmetischen Spirale zu gleichem
Winkel bzgl. des Radialstrahls immer konstant weit entfernt. Bei der logarithmischen Spi-
rale erhoht sich die Radialstrahllinge exponentiell, je weiter man vom Ursprung weg geht.

Nachfolgend ist eine andere logarithmische Spirale mit 7(t) =

t .
ei gezeichnet, um den

Schneckenhausverlauf deutlich zu machen.
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Weitere Informationen und Materialien zu Spiralen finden sich bei [1] und [2].

4. Eine ausfiihrliche Darstellung der Losung der Aufgabe befindet sich in [3], S. 12-13.

5. Esist p = 2r. Eingesetzt in die Parametrisierung der gewohnlichen Hypozykloide liefert dies
die Parametrisierung:

o (2r —r)sin(t) — rsin((% — 1)) ~(r(sin(t) — sin(?))
Z(t) = ( > ) < )

(2r —r)cos(t) +rcos((F —1)1) - \r(cos(t) + cos(t))

= <2r cgs(t)) = (pcgs(t)) tER

Da die z-Koordinate konstant Null ist, liegt als Kurve ¢ ein Teil der y-Achse vor. Da die Wer-
te der Cosinus-Funktion zwischen —1 und 1 einschlieBlich liegen, liegt die y-Koordinate von
c zwischen —p und p einschlieBlich. Somit ist die Kurve c eine Strecke der Linge 2p. Die

Parametrisierung lautet wie oben hergeleitet: Z(t) = ( ¥ ) , teR.
pcos(t)

Yy

6. Es ist p = 2r. Eingesetzt in die Parametrisierung der verkiirzten Hypozykloide mit R < r
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liefert dies die Parametrisierung:

#1) — (2r —7)sin(t) — Rsin((* - 1)1)\ (rsin(t) - Rsin(t))
~ \(2r — ) cos(t) + Reos((2 —1)¢t))  \reos(t) + Rcos(t)

(o). ew

wobei R der Abstand von P zum Radmittelpunkt ist.
Das ist die Parametrisierung einer Ellipse mit der groften Ausdehnung in z-Richtung von
—(r — R) bis r — R (kleine Halbachsenldnge) und in y-Richtung von —(r + R) bis r + R
(groBe Halbachsenlidnge der Ellipse).

asin(t)

b cos( t)) mit reellen positiven

Die allgemeine Parametrsierung der Ellipse lautet #(t) = (

Zahlen a,bund a # b. a und b sind die Halbachsenlidngen.

Y

P

7. Bei der Asteroide kann sich wegen des Radienverhiltnisses £ = 4 das Rad in dem festen Kreis
fiir eine Umrundung viermal drehen. Die Parametrisierung dieser Kurve lautet

1) = ((47“ —r)sin(t) — Tsin((‘% — )t))

(4r — 7) cos(t) + rcos(( —1)¢)

T

~( 3rsin(t) — rsin(3t)
N (3r cos(t) + rcos(3t) )’ teR,

'p




8. a) Kardioide
Bei der Kardioide kann sich wegen des Radienverhiltnisses £ = 1 das Rad auBerhalb des
festen Kreises fiir eine Umrundung genau auch einmal drehen. Es entsteht eine Spitze.
Die Parametrisierung dieser Kurve lautet

o [ (r4+r)sin(t) —rsin((1+1)¢)\ [ 2rsin(t) — rsin(2¢)
) = ((r + 1) cos(t) —rcos((1+1) t)) N <2r cos(t) + rcos(Zt))  TER,

Y

1

A
| P
e
]D
k‘
b) Nephroide

Bei der Nephroide kann sich wegen des Radienverhiltnisses 2 = 2 das Rad auBerhalb des
festen Kreises fiir eine Umrundung genau zweimal drehen. Es entstehen zwei Spitzen. Die
Parametrisierung dieser Kurve lautet

oo [ @2r4r)sin(t) —rsin((14+2)¢t)\ [ 3rsin(t) — rsin(3t)
) = ((27“ + 1) cos(t) —rcos((1+2) t)) N (BT cos(t) + rcos(?)t)) tER,

Y

M =
T

P M

P X
M
P
P
M




9. Die Epi-/Hypozykloide ist genau dann geschlossen, wenn das Radienverhiltnis ein Bruch ist,

d.h. f € Q. Wenn z.B. f = % ist, dann wiirde das bewegliche Rad sich siebenmal um sich

selbst drehen und dabei drei Umrundungen des fixen Kreises absolvieren, damit die Kurve
geschlossen ist. Vorher muss der Bruch gekiirzt werden, damit die kleinst moglichen Umrun-
dungsanzahlen festgestellt werden konnen.

Ist das Verhdltnis £ irrational, z.B. £ = v/2, so schlieBt sich die Epi-/Hypozykloide nicht.

7.

Gewdohnliche Epizykloide mit Radienverhiltnis £ = 2:

Die Drehungen des kleineren Kreises um sich selbst kann man an der Anzahl der Spitzen able-
sen: 7 Spitzen. Die Anzahl der Umrundungen des groBen Kreises kann man an der maximalen
Anzahl der Schnittpunkte eines Radialstrahls (blau) mit der Epizykloide ablesen: 3 Stiick.
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